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CLASA a X-a SOLUTII ST BAREMURI ORIENTTIVE

Problema 1. Fie f, g : R — R doua functii cu proprietatea

pentru orice z € R.
a) Sa se arate ca f gi ¢ sunt functii impare.
b) Dati un exemplu de functii cu proprietatea din enunt,

Solutie. a) Din f(g(z)) = g(f(z)) = —z deducem g(f(g(z)) = g(—=)
pentru orice x real. ... 2 puncte

Din ¢g(f(x)) = —x obtinem ca g(f(g(x))) = —g(x) pentruorice z € R..2
puncte

Cele doua relatii de mai sus implica imparitatea functiei g. Analog pentru

functia f.o.o oo 2 puncte

b) Functiile f,¢g : R — R date prin f(z) = z, g(x) = —x verifica propri-
etate din enunt. ... .. 1
punct

Problema 2. Sa se determine numerele complexe zi, 2o, 23 de acelasi
modul, cu proprietatea ca z; + 29 + 23 = 212923 = 1.

Solutie. Din conditia data deducem |z1| = |z = |23| =1....... 1 punct

Prin conjugare, din z;+29+23 = 1 deducem zy2942023+2321 = 1 = 212923
2 puncte

Din cele doua egalitati precedente

.................................................................. 2 puncte
de unde {z1, z0.23} = {1,4, —i}. ..o 2 puncte

Problema 3. Fie multimile A = {z € R |3 = x + 2} si
B ={z € R| logy(z + 2) + log,(3* — z) = 3® — 1}. Sa se arate ca:

a) A C B;

b) B¢ QsiB¢R\Q



Solutie. a) Fie x € A. Atunci 3* = x + 2, de unde = = logs(x + 2) si
1 = log,y(3*—x). Prin adunare obtinem log;(z+2)+log, (3" —x) = 3*—1,adica
TEB. Deci A C B .o 3 puncte
b)l1eBdeci BZR\NQ . ..o 1 punct
Fie a # 1 astfel incat 3° = a + 2. Atunci ¢ € B (din a)) si aratam
ca a € R\ Q, deci va rezulta B ¢ Q. Prin absurd, daca a = m/n fractie
ireductibild, implici 37 = 2+ 2 € Q, deci 3% € Q, adicd n = 1 si prin
urmare 3™ = m + 2, implicand m =1, absurd. ......... ... ... ... 3 puncte

Problema 4. a) Fie 2, 25, 23 numere complexe nenule de acelagi modul
astfel incat z; + 2o + z3 = 0. Sa se arate ca punctele A;(z1), Aa(22), As(z3)
sunt varfurile unui triunghi echilateral.

b) Fie n > 3 un numar natural gi fie U, = {z € C| 2" = 1} multimea
radacinilor de ordin n ale unitatii. Sa se determine numarul maxim de ele-
mente ale unei multimi A C U, cu proprietatea ca z; + z3 + z3 # 0 pentru
orice 21, 29, 23 € A.

Solutie. a) De exemplu, geometric, faptul ca numerele au acelagi modul
si verifica z + 1 4 25 + 23 = 0 Inseamna ca triunghiul cu aceste afixe are

G =H,decieechilteral. ......... ... . ... ... . ... 1 punct

b) Daca n nu e multiplu de 3, nu exista triunghiri echilaterale cu varfurile
in afixe din U,,, deci maximul cerut este m......................... 3 puncte

Daca n = 3k, atunci din cele k triunghiuri echilaterale cu varfuri in
U, putem alege cel mult cate doua varfuri din fiecare, adica cel mult 2k
elemente. De exemplu A = {w3, W% ... w*}U{w? W’ ... w1} unde w =
COS 25 4+ IS ZE L 3 puncte

Timp de lucru 3 ore + 1/2 ora pentru intrebari lamuritoare asupra enunturilor
Fiecare problema este punctata de la 0 la 7 puncte



